III. FEJEZET

A konjunkciérdl €s a diszjunkciérdl egyarant elmondhaté: a kijelentés igazsdgan mit sem
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valtoztat, ha az els6 és a masodik felét megcseréljiik.

Egyre megy:

#3.1

(a) Bogancs majat reggelizik vagy csontot.
(b) Bogancs csontot reggelizik vagy majat.

A két kijelentés igazsagtablazata megegyezik, logikailag ekvivalensek.

Ugyanez a helyzet a kovetkezd két kijelentéssel is.
#3.2

(a) Bogéncs ugat és szaladgal.

(b) Bogéancs szaladgal és ugat.

Mas szoval: a konjunkcié és a diszjunkcié kommutativ. A & B, B & A ekvivalens. Valamint
AUB,BUOAisaz

Kommutativ példaul az dsszeadds és a szorzds is: tagjai felcserélhetéek. Azonban a kivondas
nem kommutativ: nem mindegy: hogy 1000 — 5 forint van a bankszamlamon, vagy 5 — 1000.

A soron kovetkezd konnektivum, a ,,ha ... akkor ...”-ra bevezetésre keriilé ‘00° szintén nem
kommutativ. A két allitas kozott komoly kiilonbség van:

#3.3
(a) Ha Ern6 elmegy kirandulni, akkor elered az esd.
(b) Ha elered az esd, Erné elmegy kirdndulni.

Az elso kijelentés szerint Ernd peches (az id6jéras keresztiilhizza a kirdndulasi terveit); a
madsodik igen sajatos kiranduldsi szokdsokra vilagit ra (ki akarna direkt es6ben kirandulni?).
Itt is kiillonbség van:

#3.4

(a) Ha a pénziigyminiszter lemond, az ellenzé€knek vidam kedve kerekedik.

(b) Ha az ellenzéknek vidam kedve kerekedik, akkor a pénziigyminiszter lemond.

A 3.3 és a 3.4 mondatparban is az a helyzet, hogy (a) és (b) feltételes kijelentések, de ami (a)-
ban feltétel (el6tag), az (b)-ben éppen az rész, amit feltételesen jelentiink ki (utétag) és
forditva. (a) és (b) egymas megforditdsdnak tekinthet6, de a példa mar 6nmagdban bizonyitja,
hogy a feltételes kijelentések nem fordithatok meg (abban az értelemben, hogy nem
ekvivalensek a megforditasukkal).

Mit is allitunk azzal, hogy



,,Ha Ern6 elmegy kirdndulni, akkor elered az es6”?

Az hogy Erné kirdndulni indul, maris elég ahhoz, hogy az esé eleredjen.

Vagyis: A kirandulds kezdeményezése Erns részérdl elégséges ahhoz, az es6 eleredjen.
Mis szoval: amellett kotelezziik el magunkat, hogy

nem fordulhat el6, hogy Ernd kirdndul és az esé nem esik (Ernd ilyen peches).

p: Ernd kirdndulni indul.

q: Elered az esé.

pUg:

p elégséges feltétele annak, hogy q.

p igazsaga mellett g is igaz.

Nem fordulhat eld, hogy p és ~ g egyszerre igaz.

Ebbdl maris kirajzolddik a kondiciondlis igazsagtablazatanak egy része:

KONDICIONALIS
A B A&B
igaz 1gaz 1gaz
igaz hamis hamis
hamis igaz ?
hamis hamis ?

A kérdés, hogy miként alakul a kondiciondlis igazsagértéke abban az esetben, ha a kijelentés
els6 fele hamis, vagyis Ern6 nem megy kirdndulni?

Nos, a kijelentés csak amellett kotelezi el a kimonddjét, hogy amennyiben Ernd kirdndul,
elered az esd. Ezzel semmilyen elkotelezettséget nem vallalt arra az esetre, ha Ernd példaul
otthon marad. Igy az ilyen esetben a kondiciondlis semmiképp sem hamis. A kétértékiiség
alapjan (az el6z6 fejezetben) azonban egyetlen valasztasunk marad akkor: a kondicionélis
igaz.

KONDICIONALIS
A B A&B
igaz igaz igaz
igaz hamis hamis
hamis 1gaz 1gaz
hamis hamis igaz

Akarcsak kordbban, most is alkalmazhatjuk a kondicionalis igazsdgtiblazatit Osszetett
kijelentésekre is:

Ha Ernd kirdndulni indul, elered az esd, vagy feltdmad a szél.
pU(gUn



Ahhoz, hogy szamba vehessiik az 0sszes lehetGségét arra, hogy p, ¢, r igazsdgértékei hogyan
alakulnak, mar nyolc-soros igazsagtablazatra van sziikségiink.

Altalaban: a sorok szdamdt (k) az hatdrozza meg, hogy a felirandé kijelentés (vagy kijelentések)
hdny atomi kijelentést (n) tartalmaznak.

k=2"
Kijelentésiink tdblazata tehdt a kovetkezSképpen alakul:

p q r gUr |pOglr)
igaz |igaz |igaz |igaz |igaz

igaz |igaz |hamis|igaz |igaz

igaz |hamis|igaz |igaz |igaz

igaz |hamis | hamis | hamis | hamis
hamis |igaz |igaz |igaz |igaz
hamis |igaz |hamis |igaz |igaz
hamis | hamis |igaz |igaz |igaz
hamis | hamis | hamis | hamis |igaz

Azaz a kijelentés egyetlen esetben hamis: ha p igaz, de ¢ is, r is hamis.
Mit kezdjiink ezzel a kijelentéssel?

#3.5
Bori csak akkor kirandul, ha szép 1dd van.

q: Bori kirdndul.

p: Sz€p 1d6 van.

Csak akkor ¢, ha p.

A ,,csak akkor”-ra nincsen kiilon logikai szavunk, viszont megragadhatjuk az eddig bevezetett
konnektivumok segitségével. Hogyan?

#3.5 azt allitja:

Ahhoz, hogy Bori kirdnduljon, sziikséges, hogy az id6 szEép legyen.
Ha nincs szép 1d6, Bori nem kirdndul.

Vagyis: ~p U ~gq

Masképpen is megfogalmazhatjuk:
Ha Bori kirdndul, akkor biztos, hogy szép az id6.
Vagyis: g U p

Osszegezve:

Csak akkor ¢, ha p.

p sziikséges feltétele annak, hogy ¢
~ p U ~ g; avagy mds alakban:

gUp



Vegyiik észre: #3.5 (Bori csak akkor kirdndul, ha sz€p 1d6 van) ugyanazt allitja, mint a

kovetkezOk:

Ha nincs szép 1d6, Bori nem kirdndul.
Bori nem kirdndul, hacsak nincs szép i1d&6.

Altaldban: a , ha... akkor ...” dllitdsok elégséges feltételt hatdroznak, meg, a ,,... csak akkor,
ha ...” dllitdasok pedig sziikséges feltételt.

Az imént lathattuk, hogy

~plU~gq
gUp

egyarant forditasa #3.5-nek, vagyis a két kijelentés logikailag ekvivalens. Igazsigtablazat

7 7z

felrajzoldsaval meg is gy6z&dhetiink errdl:

p q pLq ~P ~q ~qL-~p
igaz igaz Igaz hamis hamis igaz
igaz hamis hamis hamis igaz hamis

hamis igaz Igaz igaz igaz igaz
hamis hamis Igaz igaz igaz igaz

Egy A [ B feltételes kijelentés kontraponaltjan a ~B [ ~ A kijelentést értjik.A
A Kkontrapozici6 szabdlya azt mondja ki, hogy minden feltételes kijelentés ekvivalens a
kontraponaltjaval, azaz

A U B logikailag ekvivalens ~ B [J ~ A-val.

(Erre példat is lattunk mar: #3.5 (‘Bori csak akkor kirdndul, ha szép az id6” kétféleképpen is
atfogalmazhaté: ‘Ha nincs sz€p id6, Bori nem kirdndul’, vagy ‘Ha Bori kirdndul, akkor szép
az idd.)

A Kettds negacio szabalyat konnyedén belathatjuk (igazsagtablazat alapjan):
A és ~~ A logikailag ekvivalens.

Vagyis: a két kijelentés barmelyikébdl kovetkezik a masik.

Vezessiink be még egy hasznos fogalmat: Egy kijelentés f6konnektivuma az a konnektivum,

amit a Kijelentés dsszerakasakor utoljara alkalmazunk (ennek megfelelGen a kijelentés

igazsdgtibldzatdnak utols6 poszlopdban szdmolunk vele).

A kettds negécio €s a kontrapozicié szabalydbodl egyiittesen kovetkezik az alabbi két
ekvivalencia:

~A [ B ekvivalens ~B 1 A-val;
A [ ~B ekvivalens B [ ~A-val.

Hogy beldssuk, ezek tényleg ekvivalens allitdsok, vegyiink egy példat:
Elemér minden este otthon olvasgat, kivéve minden honap els6 szerddjat, amikor pokerezni
jér. Akkor igaz ra a kovetkezd:



#3.6

Elemér otthon t6lti az estét, hacsak nincs szerda.
p: Szerda van.

q: Elemér otthon tolti az estét.

Ezt kétféleképpen is megfogalmazhatjuk:
Ha nem szerda van, Elemér otthon tolti az estét. ~p L] q

(Hiszen a poker-szerdat leszamitva a honap minden napjan otthon marad)
Ha Elemér nem tolti otthon az estét, akkor szerda van. ~q [/ p

(Ha nincs otthon, akkor aznap kell lennie annak a bizonyos poker-szerddnak)

Igazsagtablazattal be is bizonyithatjuk (a kontrapozici6 esetéhez hasonldan) hogy a két allitas
ekvivalens.

Fontos szem el6tt tartanunk, hogy #3.6 NEM dllitja a kovetkez8k egyikét sem:
Ha szerda van, Elemér nem tolti otthon az estét.
(Hiszen lehet, hogy épp nincs poker-szerda, és akkor viszont otthon lesz.)
Ha Elemér otthon tolti az estét, akkor nem szerda van.
(Ismét felmeriil a lehet6ség, hogy Elemér egy szerdai, nem-pdkeres estét tolt otthon.)

Ez rendjén is van, hiszen az eddigi kondiciondlisokndl az el6tag csak elégséges feltételt
allitott, sziikséges feltételt nem. Es az eddig ltott magyar mondatoknal (,,...hacsak...”, ,ha...
akkor ...”, ,,...csak akkor ha...”) egyik esetben sem meriilt fel, hogy egyarant allitottak volna
sziikséges €s elégséges feltételeket. A bikondicionalis ellenben pontosan ezt teszi.
Bevezethetiink rd egy konnektivumot is: = . A bikondicionalis pontosan akkor igaz, ha az
elo- és utotagjanak az igazsagértéke megegyezik:

BIKONDICIONALIS
A B A=B
igaz 1gaz 1gaz
= igaz hamis hamis
hamis igaz hamis
hamis hamis 1gaz

#3.7

Bogancs akkor €s csak akkor ugat, ha macskat lat.
p: Bogéncs ugat.

q: Bogéncs macskat 1at.

Ezt lefordithatjuk bikondicionalissal:
PE ¢

és mds konnektivumok segitségével:



(pUq) & (gL p)
(A két dllitas ekvivalens, ezt igazsagtablazattal ellendrizheti is az olvasé.)

Fontos észben tartanunk, hogy a magyar nyelvben eldfordulé feltételes mondatok nem
dllitanak elégséges és sziikséges feltételeket, tehat nem fordithatéak le bikondicionélisként.
Sokszor el6fordul, hogy a sziikséges feltételt is sugallja egy kijelentés:

#3.7
Ha Kati leviszi a szemetet, akkor kap csokit.

Meglepden hat, ha ennek fényében kidertiil: Kati a kisujjat sem mozditotta, s6t, még a jatékait
is szanaszét hagyta, és mégis kapott csokit. De érdemes visszaemlékezniink: az, hogy egy
allitas furcsa, nem jelenti azt, hogy hamis. A furcsasdg forrdsa itt az, hogy #3.7 alapjdn azt
varjuk: az utétag igazsdga szempontjabol szamit, relevdns, hogy az elGtag igaz-e, vagy sem.
Mi értelme #3.7-et kimondani, ha Kati kap csokit, barmit is tesz? Ilyen helyzetben tényleg
fura kondiciondlis kijelentést tenni (ahelyett, hogy egyszerlien azt mondana az illetd: ,,Kati
kap csokit. Pont.”). De ett6l még a kondiciondlis nem hamis. A kétértéklis€g miatt pedig a
fennmarad¢ alternativa az, hogy igaz.

Egy masik megfontolés utjan is beldthatjuk, hogy #3.7 nem dllit sziikséges feltételt, vagyis
nem 4llitja: ahhoz hogy Kati csokit kapjon, sziikséges, hogy levigye a szemetet.

Nincs ellentmondas a két allitas kozt:
Ha Kati leviszi a szemetet, akkor kap csokit.
Ha Kati bevésarol, akkor kap csokit.

A két allitas lehet egyszerre igaz: példdul egy olyan szitudcidban, amikor Kati a szeméthez
hozza sem nyul, viszont bevasarol, és csokiban részesiil. A szitudciobol maris lathaté: a
csokiban részesiiléshez nem sziikséges a szemétlevitel.

Egy ritka eset, amikor egyardnt éllitunk elégséges és sziikséges feltételt:
Bogancs ugat, de csak akkor, ha macskét lat.

kosk ok ok sk

Eddig egyes kijelentések igazsagtablizatat irtuk fel. A tablazat azt ragadta meg, hogy az aromi
kijelentések igazsdgértékének fiiggvényében az dsszetett kijelentés igazsdgértéke hogyan
alakul.

Ezzel megvannak az alapjai annak, hogy kovetkeztetések helyességének és helytelenségének
kimutatdsdra is alkalmazhassunk igazsdgtdbldzatokat.

Az atlathatobb jelolés kedvéért bevezetiink két tovabbi jelolési konvenciot:
Ha A és B ekvivalensek, akkor azt jelolhetjiik igy: A = B
Ha A-bél kovetkezik B: A [ B.



Emlékezziink vissza az elss fejezet helyesség-definicidjara:
A premisszak igazsaga mellett a konklizié nem lehet hamis.

Amennyiben egyetlen igazsagtabldzatban irjuk fel az 6sszes premisszét és konkliziét, méris
egy egészen konkrét helyesség-definiciét adhatunk:

Egy kovetkeztetés helyes pontosan akkor, ha
Az §sszes olyan sorban, amelyben a premisszdk mind igazak, a konklizid is igaz.

Mis szdéval: nincs olyan sora az igazsdgtabldzatnak, amelyben a premisszdk mind igazak. a
konkldzié viszont hamis.

Amennyiben mégis ilyen sorra bukkanunk, méris elegendd bizonyitékunk van arra, hogy a
kovetkeztetés helytelen. Ezen a ponton az ellendrzést be is fejezhetjiik. Ha van ilyen arulkodé
sor, azt hivjuk ellenpéldanak. Az ellenpéldd(ka)t jeloljiik X-szel.

Vagyis a helytelenség bizonyitdsdhoz legaldbb egy ellenpéldat kell taldlnunk.
Az els6 fejezetben felvetddott ez a kovetkeztetés:

#3.8

1. premissza: Ha Marci jon a keddi filmre, akkor Robi nem j6n a keddi filmre.
2. premissza: Robi nem jon a keddi filmre.

Konklizié: Marci jon a keddi filmre. [14sd aldbb]

p: Marci jon a keddi filmre.
q: Robi jon a keddi filmre.
Forditas: pU~q,

~q

Up
rovidebben: p L ~q,~qL p

Most mar be is tudjuk bizonyitani, hogy ez a kovetkeztetés helytelen:

p q pl~q ~q p
Igaz igaz hamis Hamis igaz
Igaz hamis igaz Igaz Igaz

Hamis igaz igaz Hamis Hamis
Hamis hamis igaz Igaz hamis
Magyarazat:

--Két sor van, amelyben mindkét premissza igaz: a 2. és a 4.
--A 2-ban a konkluzi6 is igaz, igy nem kapunk ellenpéldat.
--A 4. viszont ellenpélda: a konklizié hamis.

--Tehat taldltunk egy ellenpéldat, ezt be is jeloljiik X-szel.
--Ergo: A kovetkeztetés hamis (X alapjin).



A helyesség bizonyitdsdhoz viszont azt kell megmutatnunk, hogy nem létezik ellenpélda.
Vagyis az igazsdgtdbldzat osszes sordt kimeritoen ellendrizniink kell. Ezért is fontos, hogy
biztosak legylink benne: az dsszes igazsagérték-kombindciot lefedtiik a tablazat felirdsakor
(elég sort vettiink fel, megfelelden varidltuk az egyes atomi kijelentések igazsagértékeit).

Vegyiink egy mar ismerds egyszerd példat:

#3.9

1. premissza: Ha skandindv filmet vetitenek, Marcsi eljon.
2. premissza: Skandindv filmet vetitenek.

Konklizié: Marcsi eljon.)

p: Skandinav filmet vetitenek.
q: Marcsi eljon.
Forditas: pUq,

p
g
rovidebben: pUq,p L g
p q pllgqg p q
Igaz igaz Igaz Igaz igaz
Igaz hamis hamis Igaz hamis
Hamis igaz igaz Hamis igaz
Hamis hamis igaz Hamis hamis
Magyarazat:

--Ha egyenként végignézziik a tablazat sorait, azt latjuk, hogy kizarélag egy sor van,
ahol mindkét premissza igaz: az 1. sor.

--Ott viszont a konkluzié is igaz, igy 1. nem ellenpélda.

--Mivel nem taléltunk ellenpéldét, igy bebizonyitottuk, hogy a kovetkeztetés helyes.

A [OB. A [0 B —ezt akovetkeztetési sémat hivjuk modus ponensnek.

Ezzel a sémaval is talalkoztunk mar:
#3.10

1. premissza: ha A, akkor B

2. premissza: nem B

Konklizié: nem A

PL

1. premissza: Ha elfogadjuk a kivalasztdsi axiomat, akkor egyszersmind azt is elfogadjuk,
hogy barmely gomb 4tdarabolhaté két, vele megegyezd térfogatd gombbé.

2. premissza: Nem fogadjuk el, hogy barmely gomb édtdarabolhat6 két, vele megegyezd
térfogati gobmbbé.

Konklizié: Nem fogadjuk el a kivalasztdsi axiomat sem.

p: Elfogadjuk a kivalasztdsi axidomat
q: Barmely gomb atdarabolhat6 két, vele megegyezd térfogati gombbé.




Forditas:
pUq
~q
M

Rovidebben: p g, ~q 0 ~p

Az A B.~B [ ~A” sémdt hivjuk modus tollensnek. Kordbban jeleztiikk mar: a séma
helyes, de helyessége egyaltaldn nem nyilvanval6. Viszont az els6 premissza kontrapondltjaval
maris egy modus ponensre €piild kovetkeztetéssé alakitottuk at #3.9-et:

p U q = _~qU~ p (kontrapozici6) alapjan:

~qO~p

~q

0 ~p

Vagyis: ~qU~p,~qLU ~p

Tehat birmely modus tollens révén elért konklizio elérhetd alternativ médon, két 1épésben:
kontrapozicié + modus ponens.

Igazsagtablazat segitségével fliggetleniil is kimutathatjuk, hogy modus tollens helyes:

p q rLUgqg ~9q ~p
Igaz igaz Igaz hamis Hamis
Igaz hamis hamis igaz Hamis

Hamis igaz igaz hamis Igaz
Hamis hamis igaz igaz Igaz
Magyarazat:

--Ha egyenként végignézziik a tablazat sorait, azt latjuk, hogy kizardlag egy sor van,
ahol mindkét premissza igaz: az 4. sor.

--Ott viszont a konkldzié is igaz, igy 4. nem ellenpélda.

--Mivel nem taldltunk ellenpéldat, igy bebizonyitottuk, hogy a kovetkeztetés helyes.

Mi kovetkezik abbdl, ha a premisszdk nem lehetnek egyiittesen igazak?

Példaul:
#3.11

~( Ug)
~p
U r

Vagyis: ~(p Ug), ~p U r



Magyarazat: Az igazsagtablazatnak nincs olyan sora, ahol mindegyik premissza igaz — ez
onmagaban kizarja azt, hogy ellenpéldat talaljunk.

K sk sk sk ook

A legtobb kijelentés igazsagértéke valtozik az atomi kijelentések igazsagértékének
fiiggvényében. El6fordulnak azonban olyan esetek is, amikor bdrhogyan is alakulnak az atomi

kijelentések igazsdgértékei, a kijelentés hamis. Ezeket a kijelentéseket hivjuk
ellentmonddsnak. A masik eset: bdrhogvan is alakulnak az atomi kijelentések igazsdgértékei, _

a kijelentés igaz. Ezeket a kijelentéseket hivjuk logikai igazsdgnak.

Példak:
#3.12

(pUq) U(~plU~q)—logikai igazsdg a tdblazat alapjan:

p q pLgq ~plU~q eUq9UGCpU~qg~p
igaz igaz igaz igaz igaz
igaz hamis hamis igaz igaz
hamis 1gaz 1gaz hamis 1gaz
hamis hamis 1gaz Igaz 1gaz

#3.13

(pUq U~r1r)= ((p & ~ q)& 1) — ellentmondads a tablazat alapjan:

p q r pO0q | (pOq0O~1 |p&~q [(p&~q&1) |pOg =(p&~q&r)
igaz igaz | igaz | igaz igaz hamis hamis hamis
igaz igaz | hamis | igaz igaz hamis hamis hamis
igaz | hamis | igaz | hamis hamis igaz igaz hamis
igaz | hamis | hamis | hamis igaz igaz hamis hamis
hamis | igaz | igaz | igaz igaz hamis hamis hamis
hamis | igaz | hamis | igaz igaz hamis hamis hamis
hamis | hamis | igaz | igaz igaz hamis hamis hamis
hamis | hamis | hamis | igaz igaz hamis hamis hamis

(Az utols6 oszlop az 5. és 7. alapjdn, a bikondicionalis igazsagtablazatdval.)

Léteznek joval egyszer(ibb példék is:
Ellentmondas: p & ~ p
Logikai igazsdg: p LI~ p

Korédbban emlitettiik mar a kizaré diszjunkciot, amelyet kifejezhetiink igy:

pOq &~(p&q)

Ez pontosan akkor igaz, amikor hamis a bikondiciondlis:

P=q

Tehét ellentmondds a kovetkezs: (p Uq) & ~(p & q)) = (p = q)
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(Igazsagtablazattal bizonyithatjuk is, hogy igy van.)

A helyesség fenti definicigjabol kovetkezik:

Ha a premisszak egyike ellentmondds, a kdvetkeztetés helyes.
Példaul:

#3.14

p&~pll g

Magyarézat:
A premissza az igazsagtabldzat minden sordban hamis, ez 6nmagdban kizarja azt, hogy
ellenpéldat talaljunk.

Ha a konkludzié logikai igazsag, a kovetkeztetés helyes.
Példaul:

#3.15

p,qrl~r

Magyarazat:

A konklazié igazsagtablazat minden sordban igaz, ez dnmagdaban kizarja azt, hogy ellenpéldat
talaljunk.
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