V. fejezet

Levezetések a Kijelentéslogikaban 1. : axiomatikus felépités

A kovetkeztetések helyességének kérdését két modon kozelithetjiik meg. El6szor is egy adott
kovetkeztetéssel kapcsolatban feltehetjiik azt a kérdést, hogy helyes-e, vagy sem. Ennek megvalaszoldsara
mdr ismeriink két médszert is: az igazsagtablazatokat és az analitikus tdblazatokat. A masik lehetséges
kérdés az, hogy ha csak a premisszdk adottak, milyen konklizidkat vonhatunk le bel6liik helyesen. Erre
is elkezdtiik mar a valasz keresését, hiszen az els6 harom fejezetben taldlkoztunk egy sor helyes
kovetkeztetési szabdllyal. Ha egy ilyetet alkalmazunk olyan premisszdkra, amelyekre alkalmazhat6 (azaz a
premisszak logikai szerkezete megfelel a sémdnak), akkor biztosan helyes lesz a kovetkeztetésiink. De
alkothatunk-e rendszert ezekbdl a szabalyokbdl? Vajon premisszdink minden kovetkezményét
levezethetjiik-¢' szabélyaink segitségével? Erre a kérdésre ismét kétféle midszerrel kereshetiink valaszt.
Mind a kettének az a célja, hogy megadja egy adott logikai elméleten (esetiinkben a kijelentéslogikén)
beliil az Osszes elvégezhetd helyes levezetés szabdlyait. Az elsé mddszer, amit bemutatunk, kevésbé
szemléletes, viszont technikailag egyszer(ibb, és emlékeztet a matematikdbdl ismert axiomatikus
mobdszerre. Ebben azt, hogy mit tekintiink szabalyszer(i levezetésnek, nem tisztin csak levezetési
szabdlyok segitségével adjuk meg, hanem a helyes levezetésre vonatkozé tudasunk egy részét logikai
axiémak formdjaban adjuk eld. Az ilyen tipusu levezetési rendszereket nevezziik az alapit6 atydkrdl
Frege-, vagy Frege-Hilbert-stilusd kalkulusnak.

5.1 Frege-stilusa kalkulus

Axiémasémak

Kondiciondlis sémdk

(Al) AOMBOA)

(A2) AOBUO)OAOBUOMOC)
Negdcios sémdk

(A3) AUOBUOAUO~BU~A)

(A4) ~~AUA

Konjunkcio bevezetése

(AS) AOMBUMA&B)

Konjunkcio eltavolitdsa

(A6) A &BUA

(A7) A&B)UB

Diszjunkcio bevezetése

(A8) ADOAUB)

(A9) BUOAUOB)

Diszjunkcio eltdvolitdsa

(A10)) ADoOOmOooOOWoOB UOOO)

Bikondiciondlis bevezetése

! Levezetésen nem mast értiink, mint kovetkeztetések sorozatat. A metszetszabdlyra, avagy tranzitivitdsra
hivatkozva (l. I. fejezet) ezeket mindig tekinthetjiik egyetlen kdvetkeztetésnek is.



(A13) AOBUOWBUOA)OA=B)
Bikondiciondlis eltavolitdsa
(All) A=B)0ADOB)
(A12) (A=B)0OBOA)
Levezetési szabaly
(MP) A,A0B |B
Levezetési példak
1. Megmutatjuk, hogy ha A tetsz6leges formula, akkor A [J A tautoldgia.
Az (Al) axiémasémaban alkalmazzuk az aldbbi helyettesitést:
A [A
B TADOA
Igy az aldbbi sémét kapjuk:
(1) AD(ATATA
Most (A2)-ben alkalmazzuk az alabbi helyettesitést:
A [A
B TADOA
C [
Igy az aldbbi séméhoz jutunk:
2 ( A0@ADADA)O@DMADA)OMAOA)
Az (1) és (2) sémakbdl (MP)-vel kovetkezik
B3 ATDATA))YDOMADA)
Most (A1)-re alkalmazzuk az
A [A
B [A
C [
behelyettesitést. [gy kapjuk a kovetkez6t:
4 A0@DOA)
(3)-bol (MP)-vel kapjuk a keresett sémat:
(5) ATA
[1. més jelolésekkel:
(A) ADO( B OA)
() AD(ADOA) OA)

(A2 (AO( B 0OC yo(AO B Yy A Qg cC)
( (

2 (AD(M@AOA) OA H)O(AO@DA) YO ADOA)
( (



(1) AOW(ATA DA

2) A0@AD0ADOA) 0O ((A0@AOA)YDOMADA
) )

(3) AODWAOA))DOMADA

(A) AO(BOA)
4 AO(ADOA)

4) AOMAOA

3) A0@O0A O AO0A
)

3) ADOA

Taldn igy 4tlathatobb lenne a gyakorlatlan szem szdmara, hogy mi torténik.]

2. Most lassunk egy valamivel meglep6bb eredményt! Megmutatjuk, hogy ha A tetszdleges formula,
akkor (~ A O A) U A tautoldgia. (Némi pongyolasaggal ezt a sémat szoktdk consequentia mirabilisnek
nevezni; hagyomdanyosan a consequentia mirabilis nem kijelentéstipus, hanem kovetkeztetési szabaly.)
Egy koznyelvi példa a sémanak megfelel kijelentésre: Ha akkor is baj van, ha nincs baj, akkor bizony
baj van. (Az olvaséra bizzuk, hogy elfogadja-e tautol6gidnak ezt a kijelentést; mindenesetre ha a
klasszikus logika torvényeit kovetve itéljiikk meg, tautoldgidanak bizonyul.)

Ahhoz, hogy a (~ A O A) 0 A sémat levezethessiik (MP) segitségével, mindenekel6tt le kell
vezetniink egy kondicionalis sémat, amelynek utétagja (~ A U A) O A, utétagja pedig maga is levezethetd
séma. A kondiciondlisra és a negdcidra vonatkoz6 négy axiomaséma koziil (A1) és (A4) nem latszik
alkalmasnak erre a célra. Némi probdlkozas utdn meggy6z6dhetiink rdla, hogy az (A2)-be torténd
behelyettesités reményteleniil elbonyolitja a feladatunkat. (A3) segitségével viszont a levezetés igen
egyszerlinek bizonyul: ha A-t meghagyjuk A-nak,

Megjegyzések

Torténetileg az els6 kijelentéslogikai kalkulust Gottlob Frege alkotta meg, egy tdgabb —
predikatumlogikai — levezetési rendszer részeként. Frege csak két konnektivumot szerepeltetett logikai
nyelvében: a negécidt és a kondiciondlist; igy neki az (A5)-(A13) sémdkra nem volt sziiksége. (A3) helyett
ndla két séma szerepelt:

(A3) AOBO(BO~A)

(A3") AO~~A

Az altalunk bevezetett kalkulus tehat annyiban elegansabb Fregéénél, hogy harom helyett csak két
negdacids séma szerepel benne. Még elegansabb rendszert kapunk a kovetkezd sémaval:

(A3") (~AO~BUOMBUOA)

Az (Al), (A2) és (A3"") sémak egyiittesen egyenértékiiek a mi kalkulusunk (A1), (A2), (A3) és (A4)
sémaival. (Lasd: Frege: Logikai vizsgdloddsok. Osiris, 2000. 51-65.0. A fregei kalkulus jelen kib&vitett
valtozata kisebb médositasokkal — jellemz&en a bikondicionalis sémdk nélkiil, és a predikdtumkalkulus
részeként — szamos logikai kézikonyvben megtaldlhatd: pl. S. C. Kleene: Introduction to
Metamathematics. Van Nostrand, 1952. ??.0.; E. Mendelson: Introduction to Mathematical Logic.



Wadsworth, 1987. 37sk.o.; S. Buss: “Introduction to proof theory”. In: Handbook of Proof Theory.
Elsevier, 1998. 5.0.; vagy magyarul Dragélin Albert és Buzdsi Szvetldna: Bevezetés a matematikai
logikdba. Kossuth Egyetemi Kiado, 2000. 110.0.)
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