7. Fejezet
A klasszikus kijelentéslogika egy természetes le-
vezetési rendszere

7.1 A hasznalt kijelentéslogikai nyelv

Miel6tt a levezetési szabalyok ismertetésébe fognank, célszer megjegyezni,
hogy természetes levezetési kalkulusunkat a kijelentéslogika jol ismert nyel-
vének egy csipetnyit bévitett valtozatara, KL -ra fogalmazzuk meg, mely-
nek nemlogikai konstansai a p, q, m, mo, my,... mondatbetik (ezek hal-
mazat a tovdbbiakban M-mel fogjuk jeldlni), logikai konstansai pedig a
kovetkezdk:

1,/ 2,&,V,=

A figyelmes olvasé nyilvan észrevette, hogy eddigi kijelentéslogikai nyelviin-
kon csupan annyit valtoztattunk, hogy felvettiink egy 1j logikai konstanst,
a | -al jelolt ,mindig hamis mondatot”, melyet ,hamis”-nak vagy ,ellentmon-
désnak” fogunk hivni. Grammatikailag a | a mondatbetikhcz hasonléan
az atomi mondatok kategoéridjaba tartozik, tehat bévitett nyelviinkon pl. a
—1 és ap D L kifejezések jol formalt mondatoknak szamitanak.

A 1-t szemantikdja kiilonbozteti meg a mondatbetiktél. Eddigi kijelen-
tésnyelvi szemantikdnkat kiegészitjiik a kovetkezé ponttal:

1. Definicié. Tetszbleges I interpretdciora 1 71 szerinti szemantikat
értéke a hamis 1gazsdgérték. Kicsit formadlisabban: Minden T interpre-
tdcidra | L|7 = H.

Ezzel a bévitéssel szemantikdnk a |-t tartalmazé '4j’ mondatokhoz is meg-
hatarozott igazsagértéket rendel, tetszéleges 7 interpretaciéra nézve. Defi-
niciénk alapjan annyiban mindenképpen joggal nevezhetjiik a |-t logikai
konstansnak, hogy szemantikai értéke minden interpretaciéban azonos.

1. Feladat. Szdmitsuk ki a (L & —1) D L mondat szemantikar értéket
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abban a J interpretdcioban, mely minden mondatbetihéz az 1 értéket
rendeli! Flgg-e a mondat 1gazsdgértéke az interpretdciotol?

Feltehet§ a kérdés, hogy egyaltalan miért van sziikség ennek a furcsa kons-
tansnak a bevezetésére? A valasz részben abban rejlik, hogy a L segitsé-
gével rendkiviil szemléletesen formalizalhatok az ellentmondasok kimuta-
tasan alapuld, a bevezetében mar emlitett indirekt okoskodasok: pl. azt a
tényt, hogy egy I' feltevésbdl ellentmondéas vezethets le, egyszertien gy
fogalmazhatjuk meg, hogy I' = L, anélkiil, hogy részletezniink kellene az
ellentmondéas mibenlétét.

7.2 Levezetési szabalyok

Természetes levezetési rendszeriinkben, melyet Gentzenre utalva G-vel je-
16lhetiink, nincsenek axiémak, és a L -on kiviil minden logikai konstanshoz
két levezetési szabaly tartozik (esetleg tobb varidnssal): egy bevezetési és
egy kikiiszobolést szabaly, melyekre a konstans nevébdl és a B vagy K betiik-
bl képzett roviditéssel fogunk hivatkozni. Az egyes logikai konstansokhoz
tartozé bevezetési szabalyok olyan mondatok levezetését teszik lehet&vé,
melyek f6 operatora a kérdéses logikai konstans. Pl. az & bevezetési szaba-
lya segitségével

A B
Aep (B&

az A & B konklizi6 vezethetd le tetszéleges A, B premisszdkboél kiindulva.

A kikiiszobolési szabalyok tobbsége ezzel szemben olyan kijelentésekbdl in-
dul ki, melyek f6 operatora a kérdéses logikai konstans, és olyan mondatot
vezet le, mely a kérdéses konstans elhagyasaval, ,kikiiszobolésével” keletke-
zik. Az & kikiisz6bolési szabélya (melynek két varidnsa van) pl. a kovetkezd:

A&B A&B
1 B (K&)

Mar ezen a példan is megfigyelheté az az altaldnos szabalyszertiség, hogy
egy logikai konstans kikiisz0bolési szabalya bizonyos szempontboél a beveze-
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tési szabdly tnverzének tekinthetd: ha egy levezetés sordn az & bevezetési
szabdlyanak alkalmazasa utdn rogton a kikiiszobolési szabalyt is alkalmaz-
zuk, akkor az egyik kiindulé mondatot kapjuk vissza:

A B
A&Bgﬁ
A

A tovabbi bevezetési és kikiiszobolési szabalyok a kovetkezbk:
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Végiil a 1 -ra szintén két szabaly vonatkozik, melyek azonban nem beveze-
tési vagy kikiiszobolési szabalyok:



5 (L)

i (RAA)

Levezetési szabalyaink tobbsége olyan ismert bizonyitasi szabalyt fogalmaz
meg forméalisan, melynek helyessége evidens a széban forgé logikai konstans
jelentésének ismeretében. Pl. a kondiciondlis bevezetési szabélya a beveze-
t6ében mar emlitett feltételes bizonyitds mdédszerének formdlis valtozata: ha
sikeriilt .4-bdl és esetleg bizonyos mas feltételekbdl levezetniink B-t, akkor
A D B-re kovetkeztethetiink, tigy hogy eddigi feltevéseink koziil A tordl-
hetd — a feltevések torolhetSségét a kérdéses feltevés koriili szogletes zardjel
jelzi a szabalyokban. A kondiciondlis kikiiszobolés szabalya szintén régi is-
merdsiink, hiszen nem mds, mint a modus ponens, mas néven levalasztasi
szabaly.

A negécioéra és a L-ra vonatkozé szabdalyok jél mutatjdk, hogy ez a két lo-
gikai konstans szoros kapcsolatban &ll egymassal (egy késbbi fejezetben
latni fogjuk, hogy kolcséndsen definidlhatdak is egymas segitségével). A ne-
gaci6 bevezetési szabdlya azt mondja ki, hogy ha egy allitasbol és esetleg
bizonyos mas feltevésekbdl ellentmondast vezettiink le, akkor a kérdéses &al-
litds negacidjara kovetkeztethetiink, mikozben magat az allitast torolhetjiik
feltevéseink koziil. Fontos megjegyezni, hogy ez a szabaly nem az indirekt
bizonyitas, vagy reductio ad absurdum modszerét fogalmazza meg, mivel
azt a |-ra vonatkoz6 (RAA) formalizalja: A két hasonl6 szabaly kozti kii-
16nbség abban &ll, hogy mig (—B) a kiindulé &llitas negdcidjdra kovetkeztet
abbol, hogy ellentmondast sikeriilt beléle levezetni, addig az indirekt bizo-
nyitasban éppen forditva haladunk, és a bizonyitandé allitds negéacidvjabol
vezetiink le ellentmondést, hogy azutdn magara a negaci6é nélkiili allitasra
kovetkeztethessiink. (RAA) tehat tulajdonképpen (—K)-hoz hasonldéan a ne-
gaciot eltavolito, kikiiszobols szabaly, szemben (—B)-vel, mely nevéhez hiien
bevezeti azt. A negici6 és a | tovabbi szabdlyai szintén jol ismert kovet-
keztetési szabélyokat fogalmaznak meg: (L) szerint egy ellentmondasbél
barmire kovetkeztethetiink, mig (—K) azt a tényt rogziti, hogy az A, —A
feltevések ellentmondanak egymasnak.
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