8. Fejezet
Természetes levezetési példak, feladatok

A szabéalyok attekintése utan lassunk néhany példat arra, miképp épithe-
tiink fel levezetéseket a fent ismertetett 1épések segitségével. Rendszeriink
levezetései nem csak a levezetési szabdlyokra nézve, hanem formai szem-
pontbdl is erdsen kiilonboznek majd a kordbban targyalt Frege-Hilbert
stilust kalkulus levezetéseitél: mig az utodbbiak egydimenzidsak, vagyis a
levezetés formuldi linedris sorozatban kovetik egymaéast, addig természetes
levezetéseink tulnyomoé tobbsége kétdimenzids lesz, mivel a levezetés for-
muldi fa alakzatba rendezve helyezkednek el.

Els6 példank a (—p V q) D (p D q) logikai igazsag levezetése:
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(-pVd)D(pDa) (1)
A vizszintes vonalak a t&liikk jobbra 1évé szabalyhivatkozéssal azt jelzik,
hogy a kozvetleniil alattuk 1évé formula a felettiik 1évékbél a megfelel
szabdly segitségével keriilt levezetésre. Ha egy szabdly alkalmazésa sordn
toroltiink bizonyos feltevéseket, akkor a konnyebb olvashatosag kedvéért a
feltiintetett szabalynevet egyedi indexszel 1atjuk el, melyet a torolt feltevé-
sek jobb fels6 sarkdndl is jelziink — ezek az indexek azonban nem részei a
tulajdonképpeni levezetéseknek.

A levezetés legalsy, a ,fa gyokerénél” elhelyezkedd formuldja a levezetés
konkliziora, mig a levezetési fa legtetején, az ,dgak csticsain” elhelyezkedd,
nem torolt formulék a levezetés premisszai vagy feltevései. Példankban az
oOsszes feltevést toroltiik a levezetés sordn, tehat a konkluziét végeredmény-
ben feltevések nélkiil, az iires premisszahalmazbél sikeriilt levezetniink. A
G rendszerbeli levezethetGséget g-vel jeldlve azt mondhatjuk, hogy leveze-
tésiink igazolja, hogy 0 k¢ (—pV q) D (p D q), vagyis a szokasos roviditést

1



alkalmazva belattuk, hogy

F¢ (=pVa)D(pDa) (2)

Példank egy levezetési 1épése kitiintetett figyelmet érdemel. A konklizid
eléréséhez le kellett vezetniink g-bol p D g-t, és ezt egy torlés mélkul
kondiciondlis bevezetéssel tettiik meg:
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Ez a rovid levezetés két fontos dologra is ravilagit. Az egyik az, hogy egy
formula 6nmagaban is levezetésnek szamit, méghozza olyannak, melynek
sajatmaga a konkluzidja és egyetlen premisszdja is. Ezért alkalmazhatjuk
ilyen médon a (D B) szabalyt, amely egy levezetésbdl indul ki. A masik
levonhat6 tanulsag az, hogy a feltevések torlését megengedd levezetési sza-
bélyok akkor is alkalmazhat6ak, ha egyaltalan nem torliink premisszat, s6t
az is el6fordulhat, hogy egy feltevés torolhetd el6forduléasai koziil egyeseket
torliink, méasokat pedig megtartunk. Példaul a kovetkezd levezetés meglehe-
tGsen értelmetlen, de szabalyos, annak ellenére, hogy (D B) alkalmazéasakor
csak p egyik el6fordulasat toroltiik a ketts koziil:
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