9. fejezet

Intuicionista logika I.
Grammatika és szintaxis

A Xklasszikus logika alapvets feltevésével, a kétértékiiség elvével szemben komoly érvek hoz-
hatok fel. A kétértékiiség elvét — és vele egyiitt a kizart harmadik térvényét is — elvetd,
konstruktiv logikak koziil az alkalmazasok szempontjabol a legnevezetesebb az intuicionista
logika. Ebben a fejezetben a kétértékiiség elvével szemben felhozhaté érvek attekintése utan
az intuicionista logika szintaktikai és szemantikai rendszerét mutatjuk be. Megadjuk az intu-
icionista logika természetes levezetésen alapuld, illetve Hilbert—Frege stilust kalkulusat (az
elgbbi Gentzen, az utébbi Heyting hirnevét dregbiti).

9.1. A kétértékiiség elve és a kizart harmadik torvénye

A kétértékiiség elve az igazsag és a hamissag értelmezésétél fiigg. Ha az elv mondatok egy
bizonyos osztalyra érvényes, az a kdvetkezdt jelenti: a széban forgd osztdly tetszdleges m
eleme egyértelmien vagy igaz, vagy hamas.

A Lkétértékiség elve meglehetdsen kézenfekvének tinik ugyan, mégis j6 néhany eset van,
amikor érvényessége megkérdGjelezhetd. Lassunk néhanyat:

,Paradox mondatok” Az ,ez a mondat hamis” (vagy a ,hazudok”) mondat példaul sem
igaz, sem hamis nem tud lenni.

9.1.1. Paradox-e a ,hazug paradoxonjanak” klasszikus valtozata?

»A kiknek be kell dugni a szdjokat; a kik egész hazakat feldilnak, tanitvin rat nyereség
okéért, a miket nem kellene. Azt mondta valaki koziilok, az & sajat préfétijok: A
krétaiak mindig hazugok, gonosz vadak, rest hasak. E bizonysig igaz: annakokaért

fedd Sket kimélés nélkiil, hogy a hitben épek legyenek.” [T1T. 1,12-13.]

A tavoli miltra vagy jovére vonatkozé mondatok kozott ugyancsak lehetnek olyanok,
amelyeket hatarozottan sem igaznak, sem hamisnak nem tekinthetiink.
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Az elmosddott hatara kifejezéseket tartalmazé mondatok esetében gyakran a leg-
jobb tudasunk is kevés ahhoz, hogy igazsagot tegyiink. Ha — példaul — a ‘narancsszind’
valédi hataresetével van dolgunk, akkor hidba beszéljiik j6l a nyelvet, az ,ez narancs-

szini” mondatot némelyikiink igaznak, méasok pedig hamisnak fogjak tekinteni. (Ka-
lifornidban pirosabb a narancs, mint Magyarorszagon.. . )

A feltételes moda ,.ha. .. ,akkor...” mondatok kozott is vannak, amelyeknél nemigen
tudnank egyértelmiien nyilatkozni arrél, hogy igazak-e vagy sem. Igaz vagy hamis
példaul a ,ha a kenguruknak nem lenne farkuk, akkor hanyatt esnének” mondat?

A modalis operatorok szintén feladhatjak a leckét: mig a ,Gellért-hegyen nem él egy-
szarvli” mondat igazsagértékét meglehetds bizonyossaggal eldonthetjiik, a ,Gellért-
hegyen nem is élhetett soha egyszarvi?” mondat esetében az sem nyilvanvalé, hogy
hol kellene kezdeniink a vizsgalodast.

A végtelen Gsszességekre vonatkozd mondatok kézott t6bb olyan is lehet, amely — sza-
munkra legalabbis — rejtély: ahhoz, hogy az ilyen mondatok igazsagukrél nyilatkoz-
hassunk, legaldbbis Chuck Norris-i képességekkel kellene rendelkezniink (el kellene
tudnunk szamolni ,yégtelenig”).

A kizart harmadik torvénye nem csupan az igazsag, de két logikai konnektivum, az
alternécid és a negécid értelmezésétsl is fligg. Egy logikai rendszerben érvényes a kizart
harmadik térvénye, ha az

AV —-A
mondat tetszéleges A mondat esetén logikai igazsag.

Ne keriilje €l a figyelmiinket, hogy mindkét elv univerzalis, igy cafolatukhoz elegendd egyet-
len olyan mondatot mutatni, amely — az adott igazsagértelmezés mellett — nem igaz és nem
is hamis, illetve egyetlen olyan m mondatot, amellyel m V —m nem igaz.

A Xklasszikus propozicionalis logika szemanatikija tiszteletben tartja a kétértékiiség elvét,
elvégre az értékelések per definitionem olyanok, hogy minden mondat vagy igaz, vagy hamis.
Hasonléan érvényes a kizart harmadik térvénye is: az AV —.4 séma minden behelyettesitése
tautologia.

Tekintsiik Gjra a jov6 ideji mondatokat. Rajuk vonatkozdan elfogadhatjuk példaulazt az
igazsagfogalmat, amely szerint egy j6v& idejii m mondat (egyértelmtien) igaz, ha a vilag olyan
lesz, amilyennek leirja, barhogy alakuljanak is a dolgok, méasszdéval: m minden, a jelennel
kompatibilis lehetséges j6v6ben bekovetkezik. A hamissag értelmezése ennek megfelelgen: a
jovd idejd m mondat hamis, ha egyetlen, a jelennel Gsszeegyeztethets lehetséges jovében sem
kévetkezik be. [Vegyiik észre, hogy az ‘igaz’ kétszer is szerepel: egyszer az egyes lehetséges
jovSkben vald ,szimpla” bekovetkezést, masodszor pedig a jelenbeli, egyértelmi igazsagot
jeloli.] Ebben az esetben a ,holnap lesz tengeri csata” mondatot sem igaznak, sem hamisnak
nem tekinthetjiik: elképzelhetd, hogy a sors (és a politika) Ggy hozza, hogy lesz, de az is,
hogy nem lesz. Ha tehat az igazsagot és a hamissagot a fentiek szerint értelmezziik, akkor a
kétértékiiség elve nem lesz érvényes — a kizart harmadik azonban igen, elvégre (példaul) az,
hogy ,van vagy nincs tengeri csata”, minden ,lehetséges holnapban” igaz.

9.1.2. Ertelmezziik Arisztotelész klasszikus érvelését.
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Tehat ami van, az sziikségszeriien van akkor, amikor van, és ami nincs, az sziikségsze-
riien nincs, amikor nincs. Viszont nem sziikségszeriien van minden, ami van, és nem
sziikségszerien nincs minden, ami nincs. Mert nem ugyanaz, hogy minden ami van, ami
szlikségszertien van, amikor van, meg hogy egyszertien sziikségszertien van. Ugyanigy
van ez annal is, ami nincs. Es az ellentmondasnél is ugyanez a helyzet. Mert minden
sziikségszerien van-vagy-nincs, és lesz-vagy-nem-lesz. Nem kell azonban azt mondani,
hogy hatdrozottan az egyik sziikségszerii. Ezt igy értem, hogy pl. holnap sziikségsze-
riien lesz-vagy-nem-lesz tengeri csata; hogy azonban lesz holnap tengeri csata, az mar
nem sziikségszerid, sem az, hogy nem lesz; az sziikségszert, hogy lesz-vagy-nem-lesz.
[HERMENEUTIKA, 19a 23-32:]

Van tehat olyan igazsagfogalom, amely mellett — mondatok egy adott osztalyara vonatkozdan
— a kétértékiiség elve nem, a kizart harmadik torvénye viszont érvényes.

9.1.3. Brveljiink amellett, hogy forditva ez nem fordulhat el§: ha a kétértékiiség elve érvényes,
akkor a kizart harmadik térvény is az.

Elsfordulhat-e, hogy sem a kétértékiiség elve, sem a kizart harmadik torvénye nem érvényes?
Igen, eléfordulhat: ez a helyzet az intuicionista logikdban.

9.2. A ,konstruktiv-verifikacionista” igazsag logikaja

A Jan Luitzen Egbertus Brouwer holland matematikus-filozéfus nevéhez kapcsolhaté, a mult
szazad huszas éveiben szinre 1épett intuicionizmus f6 tézise a kizart harmadik elve altalanos
érvényének kétségbevonasa. Brouwer is elismeri, hogy a kizart harmadik a véges Osszes-
ségekre vonatkozo allitasok esetében érvényes, kétségbe vonja azonban, hogy érvényessége
allitasok tetszdleges Osszességére kiterjeszthetd.

A kizart harmadik térvénye az erds igazsagértelmezés miatt valik érvénytelenné. Az intui-
cionistdk ugyanis nem fogadjak el a klasszikus, ,platonista” igazsagfogalmat, szerintiik egy
mondat igaz, ha igazsiga szdmunkra is — nem csupén egy mindent tudé magasabbrendi
elme szdmara — nyilvanvaldé. A matematikiban ilyen bizonyossiaggal a bizonyitasok szolgal-
nak: egy mondat ,szdmunkra” is igaz, ha bebizonyitottuk, azaz kétségbevonhatatlanul igaz
alapfeltevésekbdl véges szami, kétségbevonhatatlanul érvényes lépésben levezettiik, és ha-
mis, ha belattuk, hogy nem fér Ossze alapfeltevéseinkkel, azaz feltevése ellentmondéshoz
vezet. Vilagos, hogy ha m nem bizonyitott és nem is cafolt, akkor — az ,jigaz”’ és a ,hamis”
iménti értelmezése szerint — nem igaz, és nem is hamis, és ekkor nem igaz az mV—m mondat
sem.

A logikai konnektivumok ,,jelentése” ezzel Gsszhangban tigy adhaté meg, hogy megmondjuk:
mikor igazak (tehat bizonyithatdk) azok a mondatok, amelyekben szerepelnek. Kolmogorov
,Kvaziszemantikaja” szerint:

e m & n bizonyitadsat megadtuk, ha megadtuk m és n egy-egy bizonyitasat;

e m V n bizonyitasat megadtuk, ha megadtuk m és n koziil legaldbb az egyiknek a
bizonyitasat;
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e m D m bizonyitasa olyan eljaras, amelynek alapjan m tetsz&leges bizonyitasabol meg-
kaphatjuk n bizonyitasat.

Figyeljiink fel arra, hogy az m D n kondicionalis igazsagdhoz t6bb kell az —mV n alternacid
igazsaganal. A kondicionalissal valéjaban egy univerzalis allitast fejezlink ki: minden olyan
szituaciéban, amelyben m igaz, n is igaz kell, hogy legyen.

Az intuicionista logika érvényességi kore mindazonaltal nem korlatozédik a matematikéra: ha
az igazsagot — allitasok egy adott osztalyara vonatkozdan — valamilyen értelemben a verifika-
cibhoz kotjiik, és nem fogadjuk el, hogy vannak ,t8liink fiigetlen” (,verifikdciétranszcendens”)
igazsagok, akkor az intuicionista logika a vizsgal6das természetes keretéiil szolgalhat.

9.3. Grammatika és szintaxis

Targyunk még mindig a propoziciondlis logika, alapmondataink tehat ,szerkezet nélkiili”,
tovabb nem elemezhetd objektumok, az ilyen mondatokat jellik a mondatbetiik. Egy pro-
pozicionalis logikai nyelv megadasa ennélfogva a mondatbetik megadasat jelenti; a mon-
datbetiik halmazat ebben a fejezetben M jeldli. A propozicionalis logika nyelvének logikai
konstansai (a zaréjelek mellett) a kovetkezdk:

1,0V, &.

A | a,mindig hamis” mondat, amely — ha tgy tetszik — ,nulla-argumentum” konnektivum.
A 1 természetesen definialhaté is: tetszéleges m mondatbetd esetén m &—m megteszi |-
nak, —| pedig T-nak. Hogy a definicié egyértelmii legyen, megegyezhetiink példaul abban,
hogy L-ot az M halmaz elsé elemével definialjuk. Igy persze a ,magébanvalé hamis” nyelv-
fligg8, minden nyelvnek meglesz a maga hamissdga. Ez persze csak latszdlagos: kdnnyen
igazolhatd, hogy az igy deifiniadlt mondatra minden nyelvben ugyanazok a szabalyok érvé-
nyesek. A | logikai konstansként vald értelmezés mellett ugyanakkor erds érv, hogy a negécid
1 segitségével definidlhato:
~A St ADL

Ezt a definiciét a klasszikus logikdban is magunkéva tehetjiik: egy allitas hamis, ha feltevé-
sébdl ellentmondasra jutunk.

A mondatokat a mondatbetiikbdl kapjuk a szokasos szabalyok szerint: | és a mondatbetiik
mind mondatok, ha m mondat, akkor mondat —m is, ha m és n mondatok, akkor m D n,
mVné m&n is az. A mondatok jelolésére altaldban az m, n, p, m’/, m”, my, m, stb.
szimbélumokat hasznéljuk, a mondathalmazokat pedig — ahogy eddig — gordg nagybetiikkel
(T, A sb.) jeldljiik.

9.3.1. A nagy alfat és a nagy bétat erre a célra nemigen hasznaljuk. Miért nem?

Nem valtozik a szintaktikai kévetkezményrelacid, azaz a levezethetdség jelolése sem:
I' = m jeldli azt, hogy az m mondat a I' mondathalmazbél levezethetd. A relacié értelme-
zéséhez — szokas szerint — a kdvetkeztetési szabalyokat és (amennyiben vannak ilyenek) az
axiémasémakat kell rogziteniink.
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Akar természetes levezetésként, akar Hilbert—Frege-stilusi kalkulussal értelmezziik a I' - m
relaciét, a klasszikus propozicionalis logikatol vald eltérés jol tetten érhets lesz.

9.4. Természetes levezetés, Hilbert—Frege-kalkulus

Az intuicionista logikdban a logikai konnektivumokra vonatkozé szabéalyok ,,a lehets legkd-
zelebb” vannak klasszikus megfelelGikhez.

Ebben a pontban az intuicionista logika levezethet&ség-relaciojat értelmezziik; megadunk
egy természetes levezetésen és egy Frege-Hilbert-féle kalkuluson alapuldé rendszert is. A
kalkulus sémait a természetes levezetés kovetkeztetési szabalyaival parhuzamosan irjuk fel,
méghozza gy, hogy minden egyes konnektivum esetében régzitjlik azokat a sémékat, ame-
lyek biztositjak az adott konnektivumra vonatkozo kdvetkeztetési szabalyok érvényességét.
Kés6bb latni foguk, hogy az intuicionista logikdban a konnektivumok fiiggetlenek, azaz nem
lehet — példaul — a negacid és a kondicionalis segitségével az Osszes tobbi konnektivumot
definialni, ez indokolja, hogy a kalkulusban minden konnektivum sajat axiomasémakat kap.
A kondicionalis, az alternacid és a konjunkcié természetes levezetésbeli szabalyai az intuici-
onista logikdban is érvényesek maradnak, a targyalast ennélfogva ezekkel kezdjiik.

A kondicionalisra vonatkozé két szabalyunk a modus ponens és a dedukciététel: ha I'
mondatok egy halmaza, A és BB pedig mondatok, akkor ' - A D B és I' - A esetén fennall
'+ B is, tovabba ha T'U{A}+ B, akkor '+ A D B.

A modus ponens az intuicionista logikaban is (korlatlan érvényességii) kvetkeztetési szabaly;
a kalkulusban ez az egyetlen ilyen szabaly. A deukciététel érvényességéhez a kovetkezs két
sémara van sziikségiink:

AD(BD A (1)
és
AD(BDC)D((ADC)D(BDQO)). (2)
Belatjuk, hogy ennyi valdéban elég: ha egy kalkulusban a modus ponens az egyetlen ko-
vetkeztetési szabdly, akkor (1) és (2) garantdlja a dedukcistételt.

Tegyiik fel ugyanis, hogy — adott m és n mondatok esetén — I' U {m} F n. Ekkor létezik
mondatoknak egy olyan

kq

k2

k.
véges sorzata, amelyben k, = n, és amelynek minden tagja vagy
— axiéma (egy axiémaséma behelyettesitése), vagy
— T'u{m} eleme, vagy

— a sorozat két el6zs tagjabol modus ponensszel kovetkezik.
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Tekintsiik most az iménti levezetésbdl kapott

m D kg
m D ko

moOmn

mondatsorozatot. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat — tovabi tagok hozzavételével — levezetéssé
alakithatd, méghozza az utolsé, m O n mondat I-bol valé levezetésévé.

Harom esetet kiilonboztetiink meg. (a) Ha az eredeti levezetésben szerepls k; axiéma, akkor
m D k; is logikai igazsag: modus ponensszel megkaphaté ki és ki O (m D ki) alapjan (az
utdbbi az (1) séma behelyettesitése). (b) Ha ki a I' U {m} mondathalmaz eleme, akkor két
eset lehetséges: (i) k1 € I vagy (ii) ki = m. (i) Ha k; € T, akkor I' - m D k;: itt megint
elegendd az (1) sémaéra hivatkozni. (ii) Ha k; = m, akkor m D ki = m D m, az utdbbi
azonban — mint az kdzismert — (1) és (2) alapjan levezethetd.

9.4.1. Hogyan?

(c) Az eredeti levezetésbeli k; mondatot modus ponesszel a ky, és ki, D k; mondatokbédl
kaptuk. Ebben az esetben a masodik mondatsorozatban — az m D k; el&tt szerepelniiik kell
az m D kn és a m D (kn D ki) mondatoknak. Ekkor azonban a (2) behelyettesitéseként
kapott

(m D (kn D ki)) D ((m D kn) D (M D ki))

axiémabdl a modus ponens kétszeri alkalmazéisa éppen az m O k; mondatot adja.

Az alternacidra vonatkozé természetes levezetésbeli szabalyok: (i) ha I' - A, akkor — tet-
szdleges B-vel - ' AV BésTHBV A, és (ii) hal'F AV B, TU{A}FC é TU{B} I C,
akkor ' C.

Ahhoz, hogy ezek — levezetett torvényekként — a kalkuluson alapuld levezetés szerint is
érvényesek legyenek, elegendd, ha rogzitjlik az aldbbi axiémasémékat:

A> (AVB), 3)
AD (BV A), (4)

és
(ADC)D((BDC)D ((AVB)D(Q). (5)

9.4.2. Vezessiik le a V-szabélyokat a (3)—(5) sémak és a dedukcibtétel alapjan.

A konjunkcié természetes szabalyai: (i) ha ' A és ' - B, akkor ' A & B, valamint (ii)
FrU{A&BIF AésTU{A&B}F B.

Ahhoz, hogy ezek — ugyancsak mint levezetett sémak — a kalkulussal értelmezett - relacié
szerint érvényben maradjanak, elegendd a kdvetkezd harom axiémaséma:

AD (B> (A&B)), (6)
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(A& B)> A (7
és

(A& B) D B. (8)

9.4.3. Vezessiik le az &-szabélyokat a (6)—(8) sémak és a dedukciététel alapjan.

A negacidé — mint mar emlitettiik — értelmezhetd | alapjan is: —A ekkor per definitionem
az A D 1 mondat. A kondicionalisra vonatkozo szabélyaink szerint igy ha ' A és '+ —A,
akkor I' - L, illetve ha TU{A} F L, akkor I" - —.A4. Ekkor elegendd, ha a falsumra vonatkozdan
egy egyszeri sémat rogzitiink:

1D A ()

a falsumbdl tehat barmi kdvetkezik. A séma természetes levezetésbeli megfelelGje a

1

A

szabaly. Ha a falsumot és a negéiciét egyarant hasznaljuk (maga Gentzen is igy tesz), akkor
felvehetjiik az

A, —A
L
szabalyt is, amelynek séma-megfelelGje:
(A&—A)D L.

Ha a falsum nem logikai konstans, akkor (F') helyett a kovetkezd két séma biztositja, hogy
a negacié megfelelGen viselkedjen:

(ADB)D ((AD—B)>—A) (9)
és

-A> (ADB). (10)

Az (1)-(10) vagy az (1)-(8), (F) sémdk az intuicionista logika Frege—Hilbert-stilusd kal-
kulusdnak sémdi. Ha ezekhez a sémdkhoz hozzdvesszik a kizdrt harmadik érvényességét
biztosito

AV —A,

sémdt, vagy a kettés tagadds

-—ADA
sémdjdt, akkor a klasszikus propoziciondlis logikdt kapjuk.

Az intuicionista logikat tehat valéban kizérélag az intuicionistak altal leginkabb kifogasolt
térvény, a kizart harmadik érvénytelensége kiildnbdzteti meg a klasszikus logikatél. [Késsbb
latni fogjuk, hogy léteznek ,kdzbenss” logikak is: olyanok, amelyek az intuicionista logikanal
,tobbet tudnak”, de a klasszikus logikanal kevesebbet.]

Adoésak vagyunk még a bikondicionalis értelmezésével. A meglepetés ezuttal elmarad:

A=B e (ADB)&(BDA)
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Az alabbi sémak az intuicionista logikdban is térvényerejiiek:

AD——A

—A=—A

—(A & —A)

——(AV-A)

—(AVB) = (—A&—B)
(ADB)D—(A&—B)
(AD—B)=—(A&B)
(—ADB)D (—BD—A)

9.4.4. Adjuk meg legalabb harom természetes — vagy a targyalt kalkulus szerinti — levezetését.

Ha nem sikeriil, ne kedvetlendjiink el, hamarosan valamivel egyszeriibben, szemantikailag
is igazolhatjuk, hogy a sémak az intuicionista logikdban érvényesek — ehhez ,csupan” egy
formaélis szemantikara (illetve szemantikai kdvetkezményrelaciéra) lesz sziikséglink, tovabba
be kell bizonyitanunk, hogy erre nézve a kalkulusunk teljes. Ez lesz a kovetkezd fejezet
témaja.



