10. fejezet

Intuicionista logika I1.
Szemantika

Az intuicionista logika forméalis szemantikai koziil a legszemléletesebb és legrugalmasabb
rendszerrel, a ,konstruktiv—episztemikus” Kripke-féle szemantikival ismerkediink meg. A
fejezet sava-borsa a helyesség és teljesség bizonyitéasa lesz.

10.1. Az intuicionista logika Kripke-szemantikija

Mint emléksziink, M jeldli a mondatbetiik halmazat. A propozicionéalis logika formalis sze-
mantikajaban minddssze egy M — {0, 1} fliggvényt kellett megadnunk, amelyet aztdn — a
jol ismert szabalyok alapjan — minden mondatra kiterjesztettiink. Ervényesnek neveztiik
azokat a mondatokat, amelyek minden ilyen fliggvény esetén igazra (azaz 1-re) értékelddnek.

Az intuicionistalogika Saul Kripke nevéhez fiiz6d& formalis szemantikajanak alapja is az M-
en értelmezett fiiggvények lesznek, ezek azonban a {0, 1} halmaznal valamivel bonyolultabb
struktiraba érkeznek.

A formalis kifejtés el6tt lassuk az intuitiv motivaciét. Képzeljiink elv egy idealis szubjek-
tumot, aki alkalmanként azzal k&ti le magat, hogy leltart készit tudaséardl: a leltarozas o
pillanataban (napjan) sorra veszi, hogy mely alapvetd mondatokrél (M mely elemeirdl)
tudja, hogy igazak. Tegyiik fel, hogy az illetd irigylésre méltéan kdvetkezetes: ha valamikor
leltarba vette példaul az m mondatot, akkor m minden késébbi alkalommal is szerepel a
listajan, a | mondat visuont sohasem kriil fel a listara.

A P-vel jelolt lehetséges leltar-idépontok kozott bevezethetjiik a ,nem korabbi, mint” rela-
ciét: ha o, B € P, akkor o« < f3 jel6li azt, hogy o nem korabbi, mint (3. Viladgos, hogy o < «
minden « € P esetén teljesiil. Feltessziik tovabba, hogy ,emberiink” egyszerre mindig csak
egy listat készit, azaz ha o < 3 és 3 < « egyarant fennéall, akkor & = [3, valamint hogy
a ,nem korabbi, mint” relacié tranzitiv: ha o < 3 és 3 < 1y, akkor teljesiil « < y is. Nem
ragaszkodunk ugyanakkor ahhoz, hogy barmely két lehetséges leltaridépont koziil az egyik
,hem korabbi” legyen, mint a méasik. Egy adott « leltarnap utan az illets egyarant utanajar-
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hat az m; vagy az m, mondatnak; ha a 3 napon az my-et, a v napon pedig az m,-t vette
fel a listajara, akkor eldfordulhat, hogy (3 és vy egyik irdnyban sem &llnak <-relaciéban (a
,hem kordbbi, mint” relacié tehat nem libearis) Ha most f : Ml — pP az a fiiggvény, amely
megadja, hogy az egyes mondatbetiik melyik leltarnapokon szerepelnek a listan, akkor az
idealis szubjektum kdvetkezetessége a kovetkezdket jelenti: (i) tetszdleges m € M esetén
1 ¢ f(m) és (ii) tetsz8leges my, m, € M esetén, ha my; < m;, akkor f(m;) C f(m,).

A formalis modell a kévetkezs. Kripke-féle keretstruktirdnak nevezziik a KK = (P, <) rende-
zett parokat, amelyekben P nemiires halmaz, < pedig egy P-n értelmezett részbenrendezés
(reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relacié). [A P halmaz elemeire mint leltdrnapokra
hivatkozunk; azt pedig, hogy « € f(m), alkalmanként igy mondjuk: az « leltdrnapon m
felkeriil a listara.] A K keretstruktiran alapulé modellnek nevezziik azokat az 9t = (IC, f)
parokat — vagyis M = (P, <, f) rendezett harmasokat —, amelyekben f a mondatbetik ,kd-
vetkezetes” értékelése, azaz olyan M — P fliggvény, amelyre teljesiil, hogy tetsz&leges
m, my,my € M esetén L ¢ f(m) és m; < m, = f(my) C f(ma).

Azt, hogy az « € P leltdrnapon az m € M mondat szerepel a listdn, o - m jeldli. A IF
relaciét ezutan valamennyi mondatra kiterjesztjiik, az aldbbi szabalyok szerint:

o Ik L sohasem &ll fenn (azaz o ¥ | minden o € P esetén);

ha m € M, akkor & IF m & o € f(m);

xlFADB& V3 > « esetén, ha 3 I- A4, akkor 3 I+ 5;

xlFA&B&S «l-Aés xl-B;

xlFAVB&S ol A vagy « |- B;

xlF—A & VB > « esetén B ¥ A.

A konjunkcié és az alternécié értelmezése lényegében a szokasos (bar az utébbira vonat-
kozdan lesz egy érdekes eredményiink), a kondicionéalis és a negécié azonban a klasszikus
esethez képest tobbet kdvetel: ezeknek a fennallasdhoz nem csupéan az adott ,leltarnapot”,
de az utana kovetkezdket is figyelembe kell venniink. Vegyiik észre, hogy egy kondicionalis
az « napon leltarba vehets gy is, hogy a leltarban sem az elétagja, sem az utétagja nem
szerepel.

Utolsé megfigyelésiink a Kripke-féle szemantika egy fontos vonasara mutat ra: az egyes
leltarnapokon nem kell feltétleniil minden mondatrél donteniink, attél, hogy az m mondat
az « leltarnapon nem keriil fel a listara, egy kés6bbi 3 napon még felkeriilhet.

10.1.1. Mutassuk meg, hogy ha ~A-t A O 1-ként értelmezziik, akkor a negaciéra vonatkozban
éppen azt kapjuk, amit az utolsé pont mond.

10.1.2. Igazoljuk, hogy a kovetkezetesség megSrzédik: tetszéleges A mondat és «, 3 € P esetén, ha
«lF A és o < 3, akkor 3 I- A.

Az igazsagnak a szemantikink szerint fokozatai vannak. Azt mondjuk, hogy az A mondat
az M = (P, <,f) modellben igaz — jeldlés: MM E A —, ha minden & € P esetén « |- A.
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Az A mondat a K = (P, <) kereststruktirdban igaz — jeldlés: K E A —, ha minden K-
n alapulé 9 modellben igaz. Végiil A-t érvényesnek (logikai igazsdgnak) nevezzik, ha
minden keretstruktiaraban igaz.

Az érvényesség nagyon erGs kovetelmény: ahhoz, hogy egy mondat érvényes legyen, ahhoz
bdrmely keretstruktiran alapuld bdrmely modell bdrmelyik leltarnapjan szerpelnie kell a
listan. Ugyanez visszajarol: ha azt akarjuk bebizonyitani, hogy egy A mondat nem érvényes,
elég, ha mutatunk egy P halmazt egy < relacidval és egy ,kovetkezetes” f : M — pP
fliggvénnyel, valamint egyetlen « € P leltarnapot, amelyre o ¥ A.

Az A O A kondicionéalis példaul érvényes: barmely modell barmely « ,leltarnapjan” biztosak
lehetiink abban, hogy ha egyszer A-t felvessziik a listara, akkor A-t felvessziik a listara. ..

Konnyen igazolhaté, hogy az (1)—(10) és az (F) séméak minden behelyettesitése, azaz min-
den axiéma érvényes; érvényesek tovabb az alternacié és a konjunkcié kommutativitasat,
asszociativitasat és — egymashoz viszonyitott — disztributivitasat kimondé axiémak is.

10.1.3. Igazoljuk. Mutassuk meg tovabb, hogy a modus ponens tovabbordkiti az érvényességet: ha
A D B és A érvényesek, akkor B is az.

10.1.4. Igazoljuk az 5.4.4. feladat el6tt megadott sémak koziil hdromnak az érvényességét. [A
teljességi tétel bizonyitdsa utin ezzel a levezethet&ségiik is bizonyitottd vilik; igaz ugyan, hogy a
levezethet8séget nem maguk a levezetések tidmasztjik ald.]

A kovetkezd két alfejezetbdl (az is) kideriil, hogy az érvényes mondatok pontosan azok,
amelyek az intuicionista logikdban levezethet&k.

10.2. Helyesség. Klasszikus torvények cafolatai

Legyen I' mondatok egy halmaza, m pedig egy mondat. A ' F m szemantikai kévet-
kezményrelaciot a kovetkezSképpen értelmezziik: minden olyan Kripke-strukturdban,
amelyen I' minden eleme érvényes, m s az.

A szintaktikai és a szemantikai kovetkezményrelacié kozotti intim kapcsolat egyik fele a
helyesség:

10.2.1. Tétel. Tetszbleges I' mondathalmaz és m mondat esetén ' m = I'F m.

B1zoNYITAS: Az el6zd alfejezet utolso feladataval a tételt 1ényegében mar belattuk. Tegyiik
fel ugyanis, hogy m levezethetd I'-bol, tovabb, hogy I' minden eleme érvényes. Az m mondat
levezetése olyan mondatsorozat, amelynek utolsé tagja m, és amelynek minden tagja vagy
" eleme, vagy axiéma, vagy két megel5z6 tagbdl modus ponensszel kdvetkezik. Feltevéseink
és az 5.5.3. feladat szerint ekkor a sorozat minden tagja érvényes, igy specialisan m is. [

A tétel a visszajarél fogalmazva igy szol: tetszbleges ' mondathalmaz és m mondat esetén
I'# m = I'¥ m. Specialisan (a I' = & esetben): ha egy A mondat nem érvényes, akkor nem
is vezethetd le (az (1)—(10) axiémak alapjan).
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Koénnyen belathaté: a kizart harmadik térvénye az (1)—(10) axiémakbél nem vezethetd le.
Tekintsiik ugyanis azt a modellt, amelyben

PEMmM

|

x

(A nyil azt jeldli, hogy B nem korabbi — esetiinkben nyilvan ,késébbi” — idépont, mint «;
minden pontban jeldljiik, hogy benne melyik mondatbeti ,igaz”’, x-ban tehat az ,idealis
szubjektum” még nem vett fel semmit a listajara.) Ekkor o ¥ m és o W —m, igy aztén
o ¥ mV —m. Ugyanez a modell cafolja az —A D A séma érvényességét is.

A kovetkezd feladatokbdl kideriil, hogy szamos klasszikusan érvényes séma van, amely az
intuicionista logikdban méar nem vezethetd le (ezek ,klasszikus levezetése” tehat erdsen ta-
maszkodik a kizart harmadik torvényére).

10.2.1. Igazoljuk, hogy a
BEmM YEN

N

x

modellben
aF—-(m&n)D(—mV ) és

aF(m>Dn)V(n>m).

10.2.2. Igazoljuk, hogy a
BEmMnN

|

x

modellben
aF(m>Dn)D(—mVn).

10.2.3. Igazoljuk, hogy a

BEmMN

akFEn

modellben
aF(—m>D—m) D (m>Dn).

10.3. Teljesség

A teljességi tétel a helyességi tétel megforditdsa: ha egy m mondat a I' mondathalmaz
szemantikai kdvetkezménye, akkor m le is vezethets I'-bél.

10.3.1. Tétel. Tetszbleges I' mondathalmaz és m mondat esetén T'E m = ' m.
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A bizonyitashoz sziikségiink lesz néhany fogalomra. Azt mondjuk, hogy egy A mondathalmaz
konzisztens, ha A ¥ 1, A inkonzisztens, ha nem konzisztens.

10.3.1. Mutassuk meg, hogy definiciénk ekvivalens a kovetkezével: A konzisztens, ha van legalabb
egy m mondat, amelyre teljesiil, hogy A ¥ m.

Egy mondathalmaz tehat inkonzisztens, ha bel6le minden mondat levezethetds.

Azt mondjuk, hogy a A mondathalmaz (propoziciondlisan) szaturdlt, ha egy alternacié
csak valamelyik tagjaval egyiitt lehet belSle levezethetd, azaz ha barmely m;, m, mondat
esetén fennall a kdvetkezd: amennyiben A F m;Vm;y, gy A F my és A F m; koziil legalabb
az egyik szintén teljesiil.

Azt mondjuk, hogy a A mondathalmaz deduktivan zdrt, ha minden kévetkezménye eleme,
azaz minden m mondat esetén AFm = m € A.

10.3.2. Mely mondatok az inkonzisztens, deduktivan zirt mondathalmazok elemei?

A teljességi tétel bizonyitasanak kulcslépését a kovetkezs allitas adja, amely a mar megismert
Lindenbaum-lemma intuicionista logikabeli megfelelsje.

10.3.2 Lemma. Legyen I' mondatok egy halmaza, m pedig egy mondat. Ha I' ¥ m, akkor
van olyan deduktivan zart, szaturdlt T mondathalmaz, amelyre teljesiil, hogy (1) T' C T'*,
és (2) m & TI*.

BizonyiTAs: Tegyiik fel tehat, hogy I' ¥ m; tekintsiik a nyelv mondatainak egy mo, m;, m; ...
felsorolasat. Definidljunk egy mondathalmazokbél allé Iy, I, T, ... sorozatot a kdvetkezd-
képpen. Legyen Iy = TI'. Ha INc-t méar definidltuk, akkor a Iy értelmezésekor harom esetet
kiilénboztetiink meg:

(a) Ha I'U{my}+ m, akkor legyen .1 = Ik.
(b) Ha I'U{my} ¥ m és my nem alternacid, akkor legyen ;1 = N U {my}.

(c) Ha I'u{my} ¥ m é my =g V n,, akkor kénnyen belathaté, hogy I' U {my, 1} ¥ m,
vagy ' U{my,n2} ¥ m. Az elsS esetben legyen .1 = I'c U {my,n;}, a masodikban
pedig legyen T = e U {my, n,}.

Legyen végiil

M = Uri.

ieN
Vilagos, hogy I' C I'*. Tetsz&leges k természetes szamra fennall, hogy e ¥ m = T1 ¥ m,

igy (mivel I’y - m) minden k-ra I'c ¥ m, aminek kévetkeztében ' ¥ m. Annak igazolasa,
hogy I'* deduktivan zart és szaturalt, nem jelent problémat. O

10.3.3. Fejezziik be a bizonyitast.
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Legyen most T tetszéleges konzisztens mondathalmaz. Ertelmezziik a I'-hoz rendelt kano-
nikus modellt a kévetkez8képpen:

fmr = <Pr, Q,fr>)

ahol Pr a I' deduktivan zart, szaturalt bévitéseinek halmaza, f pedig olyan fiiggvény, amely
minden Pr 5 A-hoz a benne szerepld mondatbettik halmazat rendeli. Az f fiiggvény a szo-
kasos szabéalyok szerint rogziti a Pr elemei és a mondatok kozotti |- relaciét.

A teljességi tétel a kdvetkezd lemma bizonyitasaval elérhetd kozelségbe keriil:

10.3.3 Lemma. Legyen I' konzisztens mondathalmaz, Mr = (Pr, C, fr) pedig a I'-hoz ren-
delt kanonikus modell. Ekkor

1. tetszbleges A € Pr és m mondat esetén AlFm & m e A, és

2. barmely m mondatra teljesiil, hogy Mr E m & ' = m; specidlisan: minden n € T
esetén Mr F n.

BizonyiTAs: (1)-et ,strukturalis indukciéval” bizonyithatjuk. A D-re vonatkozd indukcids
lépés igazolasahoz tegyiik fel, hogy az allitas p és q esetén mar fennall. Ekkor

AlFp D q& minden A’ D Aesetén A'lFp = A'l-q
& minden A’ D Aesetén pe A’ = qe A’
&* minden A’ D Aesetén (p D q) €A’
=(P>qeA

Egyediil a & « ekvivalencia szorul igazolasra, annak is csupan az egyik iranya. Tegyiik fel
tehat, hogy valamely A’ D A esetén p D q € A’. Mivel ekkor A’ U{p} ¥ q, az €l6z8 lemma
szerint van olyan A” € Pr, amelynek g nem eleme, de amelyre teljesiil A’ U {p} C A”.

A t6bbi logikai konstansra vonatkozodan az indukciés 1épés bizonyitasa nem okoz gondot.

(2) THm = m € A nyilvdn minden A € Pr esetén fennall, amibgl Mr F m. Ha pedig
' ¥ m, akkor van olyan A € Pr, amelynek m nem eleme. Ekkor (1) szerint A ¥ m, igy aztan
M m. 0

10.3.4. Egészitsiik ki a lemma bizonyitast.

A TELJESSEGI TETEL BIZONYITASA: Tegyiik fel, hogy I' F m. Mivel az 9 modellben I
minden eleme érvényes, azért fennall My E m, és az eléz8 lemma (2) pontja szerint ' - m
is. O



